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Oppgave 1 (30%)
(diskret optimalregulering: krysskoblinger i kri-
teriet)
Gitt den diskrete tilstandsrommodelien
Ty = Axyg -+ Bug, (1)
ye = Dxy b B (2)
Gitt et LQ kriterium definert over tidshorisonten ¢ < k < N, dvs.
3 s
Ji = EyirSyN +3 > Iyt Qui + ui Pug, (3)

der § € R () € R™*™ og P € R™” er symmetriske vektmatriser.

a) Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J;
gitt ved (3). Lgsningen skal bestd av:
1. Bt utrykk for den optimale padragsvektor ug.
2. En Riccati ligning.

3. Grensebetingelser for Riccati ligningen.

b) Anta nd et optimalkriterium

N~-1
J‘i i 5(?"1\,’ - yN)[S(T‘N - yN) ‘{ 5 ‘e I(T’k’ - yk)[ Q(T'}c - y},—,) ’i’ ﬂ'i jJ'U;k', (4)

der ry er en referansevektor for méalevektoren yg.
Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J;
gitt ved ligning (4) og med modellen (1) og (2) som bibetingelse. Lgsningen
skal besta av:

1. Bt utrykk for den optimale padragsvektor ug.

2. IZn Riccati ligning og en differens ligning.

3. Grensebetingelser for Riceati ligningen og differens ligningen.




Oppgave 2 (40%)
(Diskret LQ optimalregulering med integralvirkn-
ing)

Vi skal i denne oppgaven utlede en LQ-optimal regulator for et system der vi
har etablert en modeli av formen

33!:1] v ALC;; l ]3'&}; "i" ’U, (5)
ye = Dy +w, (6)

der v og w er konstante og ukjente forstyrrelser.
Med utgangspunki i tilstandsrommodellen over gnsker vi 4 designe en diskret
LQ-optimal regulator, dvs. en regulator som minimaliserer kriteriet

i 25 (= 1 Qly — 1) + Auf PAwy). (7)

metriske og positiv semidefinite matriser.

a) Vis at det er mulig & skrive modellen 1 (5) og (6} p4 endringsformen

Amk-l-] e AA’L‘}‘. |- ]BA'UJ\-,, (8)
Ay = DAz, (9)

der
Azg = o — Tpesy Dty == U — Up-1, DYk = Yo — Ye-1. (10)

Hva, er hensikten med dette 7

b) For & lgse optimalreguleringsproblemet over sé er det hensiktsmessig 4
skrive tilstandsrommodellen pd en form som sammen med kriteriet { (7)
danner et "standard LQ-optimaireguleringsproblem”. Vis at modellen i
(5) og (6) kan skrives pé formen

Frp1 = AZg -+ BAuy, (11)
:\;;’k- i j’)‘%ff) (]2)
der
- /_\mk ~
I ' s Yp = YR T, }3
0 {yk_]_,r} Tk = U (13)

Du skal oppgl uttrykk for matrisene A, Bog D. Merk: du kan her med
forde! benytte modellen { (8) og (9) som utgangspunkt.




¢) Modellen vi kom frem til i punkt 2b) og kriteriet i (7) danner et standard
diskret 1.Q) optimalreguleringsproblem av formen

Thyp1 = Anft_?,r; - l?ﬁk, (14)
9 = Dy, (15)
med optimalkriteriet
1 (=)
Ji= g ;(ﬂi Qi + @ Piii), (16)

der vi for enkelthetsskyld har definert
Uy, = Auy,. (17)
Utled cller sett opp den LQ optimale lgsningen av formen
Ty = Gy (18)
Lgsningen bestar av
1. en diskret Riccati ligning
2. et uttrykk for regulatormatrisen G,
3. Sett deretter opp et utrykk for det aktuelle padraget av formen
ue = f() (19)
som skal benyttes til & regulere prosessen.
Tips: 1 punkt I og 2 over kan man benylte resultatene fra oppgave 1 med
E == 0 dersom man ikke vil utlede det samme pa nytt.
d) En PI regulator kan i Laplace-planet skrives som

1+1Ts

U == I(pwmf}:—w—
S

(r=y). (20)

1. Sett opp en kontinuerlig tidsplanbeskrivelse (tilstandsrommodell)
av PPl regulatoren i (20).

2. Lag en diskret tidsplanbeskrivelse (tilstandsrommodell) av Pl-regulatoren.
Du kan her benytte eksplisitt FBulers metode.

3. Skriv den diskrete Pl-regulatoren pa endringsform og sammenlign
med LQ-optimalregulatoren i punkt 2c).




Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

& o flo,u,t)

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

H = Lt+p'f
, o
po= b
a8
p(tl) = 'é}:'ltz

Diskret optimalregulering

Tpe1 = T = [(Dh, Us, )
N-1
J;o= S({BN) A Z L(iﬁk,uk,,}{!)
k=t

Det diskrete maksiumumsprinsippet

Hy, = Llzg,ug k) -+ pﬁii_l(wk,,!.l ~ L)

o,
Prey1 — P = D2
o8
PN = D
Derivasjonsregler
d o 0,

(21)

(22)

(23)
(24)

(25)

(26)

(27)

(28)
(29)

(30)
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Oppgave 1 (10%): Diverse spgrsmél

Gitt et lineart og kontinuerlig system beskrevet med

T o= Azt Bu, (1)
y = Dx+ I, {2)

der z € R™ er systemets tilstandsvektor.

a) Definer styrbarhetsmatrisen. Hvordan kan vi basert pd denne undersgke
om systemet er tilstands styrbart?

b) Definer styrbarhets Gramian matrisen. Hvordan kan vi basert pa denne
undersgke om systemet er tilstands styrbart?

c)

e Beskriv en metode basert pa et generalisert egenverdiproblem for &
finne transmisjons-nulipunktene i et dynamisk system som gitt i {1)
og (2).

e [inn nullpunktene til et system der

Ae =1, B=2, D=1, IF=-0.5 (3)

basert pa den generaliserte egenverdimetoden.

d) Pinn systemets transfermatrise, 1 (s), med utgangspunkt i tilstandsrom-
modellen i (1) og {2} slik at

y(s) = H(s)yu(s). (4)

e) Beskriv kort hvordan man kan bestemme:

e systemets polpolynom w(s) og systemets poler.

e systemets nullpunkispotynom p(s) og systemets nullpunkter.

med utgangspunkt i transfermatrisemodellen i (2).




Oppgave 2 (20%)
(Kontinuerlig LQ optimalregulering)

Vi skal 1 denne oppgaven studere et kontinuerlig LLQ optimalreguleringsprob-
lem. Utgangspunktet er en prosess som vi modellerer med en kontinuerlig
tilstandsrommodell av formen

& = Az Bu, (5)
y = Dz, (6)

der initialtilstandsvektoren, x(4y), er kjent.

a) Anta at vi har gitt en objektfunksjon

ty

‘ 1 . 1 - —_
T Sy Sy(b) + 5 / (5" Qy + o Pu)dt, 7)
< i

o Utled og finn et uttrykk for det optimale padraget, u(t)* V {y <1 <

t1, for prosessen i (5) og {6) som minimaliserer objektfunksjonen (7).
Svaret skal bla bestd av en Riceatiligning med grensebetingelse.

b} Anta na at kriteriet i (7) modifiseres til

1 = Faal gy
ek / (" Oy -+ u Pu)dt. (8)
2 i

e Seti opp et uttrykk for det optimale padraget 1 dette tilfellet. Hva
er spesielt med regulatoren i dette tilfellet sammenlignet med reg-
ulatoren i punkt 2a) 7

o Hvilket krav har vi til systemmaitrisene A, B og 1) samt vektma-
trisene ¢J og P for at det optimalregulerte systemet skal vaere garan-
tert stabilt 7

¢) Anta na at kriteriet er gitt ved

J = %j / ((r=9)"Qr — ) + v Pu)dt. (9)
to

IPinn et uttrykk for det optimale padraget, «*, for prosessen i (8) og (6)
som minimaliserer denne objektfunksjonen (9).




Oppgave 3 (10%)
(Diskret LQ optimalregulering)

Vi skal i denne oppgaven utlede en LQ-optimal regulator for et system der vi
har etablert en diskret modell av formen

'K‘Eff--{-] e A;Ck I Buk y ( ] 0)
yk frwsend ])_f[,‘k . ( ] ])

Med utgangspunkt i tilstandsrommodellen over gngker vi & finne en diskret
L.Q-optimal regulator, dvs. en regulator som minimaliserer kriterict

L N=1
1 i o .
Sy 53/]1\;5’3,1\1 - |§ AE (ﬁ?;{ ka - u;ﬂ Puk). (] 2)

(2, P og § er symmetriske vektmatriser.
a) Utled og finn et uttrykk for det optimale padraget, uj, som minimaliserer
kriteriet (12). Svaret skal bestd av et uttrykk for det optimale padraget
samt en diskret Riccati ligning.

b) Anta nd at tidshorisonten vi optimaliserer over er uendelig, dvs. N — oo.
Hva blir na lgsningen pa optimalreguleringsproblemet.

3



Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

o= (@)

33
J S(‘CL'(L] )) ‘f / ]J(.‘I}, u, [z)d!z

io

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

].{ i ]/ { pr

P ) oz
Ly 08
p(‘tl) - O Jil
Diskret optimalregulering
Thyr — L = f(a;k)’u'k-a k)

N1
Ji = S(zn) Z L{zg, ug, k)
ot

Det diskrete maksiumumsprinsippet

Hy, = Ly, ug, k) + hy (Ther — )
o ol
Petr — Pk == TN
PN Bn
Derivasjonsregler
4]
%(Qﬂ?) = QF
0 VA B T
aw(a‘, Qr) = Qu+Q'x

(20)
(21)

(22)

(23)

(24)
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Oppgave 1 (35%)
(kontinuerlig optimalregulering)

Anta en prosess beskrevet med modellen
T = Az + Bu. (1)

a) Finn padraget u{f) som minimaliserer kriteriet

L r L g T
J = o (¢1)Sz(ty) + 5/ (z" Qx + u* Pu)dt (2)
tp
med modellen (1) som bibetingelse.
b) Anta na at kriteriet endres til

1 1T ,

J = 57 (t+ T)Sm(t+T}+§[ (z" Qu +u' Pu)dr (3)

t

der T er en tidshorisont.

[va blir nd Igsningen péd optimalreguleringsproblemet 7 Dvs., finn pidraget
u(1) som minimialiserer kriteriet (3) med modellen (1) som bibetingelse.

c)
o Hva blir minimumsverdien av kriteriet for de to lgsningene i henholdsvis
punktene a) og b) over?
e Hvilke krav er det normalt & stille til vektmatrisene 1 ¢4 LQ kriterium
som benytiet over 7 Begrunn svaret.
d)

» Diskuter eventuelle forskjeler mellom de to paddragene som funnet i punk-
tene a) og b).

o Anta na at vi har to prosesser. Den ene er en batch prosess. Den andre
er en kontinuerlig prosess. Hvilken av strukturene i punktene a) og b) vil
du benytte til & regulere batch prosessen 7 Hvilken vil du benytte til &
regulere den kontinuerlige prosessen 7 Begrunn svaret.




Oppgave 2 (40%)
(diskret optimalregulering)

Gitt den diskrete tilstandsrommodellen

Tpe1 =  Azp + Bug + Cry,
ye = D,

1)
5)

Gitt et linezer kvadratisk (LQ) kriterium definert over tidshorisonten 1 < k < N,
dvs.

e

y . N-1 - -
Ji= 5w = yn) SN (N = yw) + = D (e — yk) T Qulrs — yi) + uf Pewg),  (6)
k=i

b | —

der Sy € R™X™ Q. € R™*™ og P ¢ R™*" er symmetriske vektmatriser og ry er en
kjent referansevektor for utgangsvektoren yy.

a) Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J; gitt ved
ligning (6) og med modellen (4) og (5) som bibetingelse. Lgsningen skal bestd
av:

o It utrykk for den optimale pidragsvektor ug.
e Iin Riceati ligning og en differens ligning.
e Grensebetingelser for Riccati ligningen og differens ligningen.

b) Anta na at prosessen er beskrevet med den diskrete tilstandsrommodellen

L4l = A.’Ek"f‘f;?u;c, (7)
g = Dy, (8)

Anta at vi gnsker en optimal reguleringsstruktur som minimaliserer kriteriet
J; gitt ved ligning (6), men at vi i tillegg gnsker integralvirkning.

Beskriv hvordan vi kan benytte resultatene i punkt a) til & lage en optimal-
regulator med integralvirkning for prosessen gitt ved ligningene (7} og (8}.

¢) Anta at tilstandsvektoren z ikke méles. Foresld en lgsning pd problemet som
bestdr av en tilstandsestimator av Kalmanfiltertype. Hvordan kan vi sjekke
stabiliteten til totalsystemet i dette tilfellet 7 Vi forutsetter uendelig tidsho-
risont, dvs. slik at N — oco.

d) Vi gnsker & omskrive (skifte ut indekser i) kriteriet (6) slik at vi fir et kriterium
med glidende tidshorisont av lengde L sampler. Videre gnsker vi & finne min-
imum av dette kriteriet med modellen (7) og (8) som bibetingelse ved & lgse
et QP problem.

¢ Skriv opp kriteriet 1 dette tilfellet.

e Formulere lgsningen pa problemet som et QP problem (kvadratisk pro-
grammering). Dvs. vi gnsker & finne minimum av kriteriet som gitt i
dette tilfellet og modellen i {7) og (8) som bibetingelse. Kan lgsningen
finnes analytisk 7 Se bort fra andre bibetingelser.



Oppgave 3 (10%)
Gitt et system beskrevet ved modellen
¢ = Ax + Bu. (9)

Problemet i denne oppgaven er & styre systemets tilstandsvektor x(f) fra en gitt
starttilstand z(fp) til en spesifisert slutt-tilstand 2(¢;) slik at kriteriet
1

t Lral
J== [ u'Pudt (10)
2 o

minimalseres. Vi forutsetter at P > 0 i kriteriet.
a} Beregn et uttrykk for padraget u(t) ¥V ¢o <t < ¢ som lgser problemet beskrevet
over,

b) Hvilket krav har vi til at pidraget som funnet i punkt a) skal eksistere.

Oppgave 4 (15%)
Gitt et SISO system med en tilstand beskrevet med fplgende modell

& = Az + Bu (11)
y = Dz (12)

der u er systemets padrag. y er en maling. Systemet skal reguleres slik at fplgende
lineacre og lineaer kvadratiske (LQ) kriterium

1 > . .
J = 5/ (" Qu + u¥ Pu)dr (13)
t
minimaliseres.

a) Sett opp Hamiltonmatrisen, [, for det optimale systemet. Tips: Hamiltonma-
trisen er systemmatrisen til det kanoniske systemet beskrevet av systemets op-
timale tilstandsvektor, &, og systemets impulsvektor (eller co-tilstandsvektor),
.

b) Anta at egenverdiene til det optimalregulerte (lukkede) systemet er gitt ved
diagonalmatrisen A. Hvilken sammenheng er det mellom Hamiltonmatrisen,
F, og systemets lukkede egenverdier gitt ved A ?

¢) Anta nd et SISO system med en tilstand slik at A =¢a, B=0, D=1, Q = q og
P = p alle exr skalare.
Anta at egenverdien til det optimalregulerte (lukkede) systemet spesifiseres
til & veere A. Finn den vekt g som medfsrer at det lukkede systemet far
egenverdien A. Tips: vekten g blir en funksjon av A, a, b og p.



Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

z = flz,u,t) (14}
J o= Se(ty) + tlL(w,u,t)dt (15}

to

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

H = L+p'y (16)
, o
05
plt) = 5=l (18)
Diskret optimalregulering

Bgyl — T = .f(wkauk}k) (ig)

N-1
Ji = Slzn) + Z L{wy, up, k) (20)

k=i

Det diskrete maksiumumsprinsippet

.Hk = L(mk,uk,k) +p%;,1($kuk1 - .’L‘k) (21)
— = M% 29
P+l — Pk = a‘l-k_ ( )
— _Crﬁ 23
Derivasjonsregler
9 T

—(Qz) = Q (24)

a ., o -
567a) = Qu+Qe (25)
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48 Optimalregulering av kontinuerlige systemer

This optimal control problem can be solved by minimizing a quadratic performance
index. Since @(t)) is specified it is redundant to include a final state weighting in the
cost index (performance index). Hence, it make sense to let the final state weighting
matrix § = 0. In order to simplify the solution, let @ = 0 also.! The resulting
quadratic performance index is given by

-
J=1["uTpua. (3.169)
oA

Note that u = 0V ¢ € [to,¢; > gives a minimum J = 0 when P > 0. However, this
control does in general not drive the state to the specified final state z(¢;). Hence,
u = { is not a solution to our problem.

We will solve this optimal control problem by using the maximum principle. The
Hamilton function is given by

o= %«uTPu + p¥(Az + Bu). (3.170)

The optimal control is determined from the condition %% =, ie,
u=—-P 1BTp, (3.171)

where we have assumed that P > 0, Substituting the optimal control into the state
and costate equations gives

& = Az - BP~1BTp, (3.172)
p=—-ATp, (3.173)

As we can see, the choice () = 0 has decoupled the costate equation from the state
equation. Hence, the solution of the costate equation is simply

p(t) = A O-Wp(1y) = AT 0pry), (3.174)

where, at this stage, p(¢;) is unknown. Substituting this into the state Equation
(3.172) gives

& = Av — BP1BTeA -0y, (3.175)

The solution of the state equation with the optimal control is given by
t
z(t) = cA(t"t"):c(to) - (f eA(t“T)BP_lBTeAT(“"T)dT)p(tl), (3.176)
ty

We can now find p(t;) from the equation obtained by evaluating (3.176) for t = t;.
Putting £ = ¢; in {3.176) gives

z(tr) = eA0)y(t0) — Wlto, t1)p(ty), (3.177)
where
t
Wo(to, t1) = / A=) pp1 pT AT (0 —r) g (3.178)
to

"In fact, as we will show, this problem has an analytical solution.

JO



3.9 Specified final state and open loop control =9

is defined as the weighted controllability gramian. The gramian is weighted because jt
depends upon the control weighting matrix P. Note that the weighted controllability
gramian reduces to the standard controllability gramian when P = I and #p = 0.

We have from (3.177) that the final costate is given by
pta) = ~Welto, ) (& (t1) — 217 %)a(t0)), (3.179)

provided W,(to, ;) is non-singular. The costate p(t) is then given by (putting (3.179)
into (3.174) gives)

p(t) = —e TIW,(to, 11) ™ (w(tr) — €At )a(ro)). (3.180)

Substituting this into the expression for the optimal control, i.e. u = ~P~1BTp, gives
the optimal control

u(t) = PUBTeA W, (b, 1) M (a(ty) — A 0a(tg)).  (3.181)

if W,(to,t;) is non-singular. Note that the optimal control (3.181) for single input
systems is independent of the control weighting p. Since u(f) is defined in terms of
the inverse of the gramian W,(io,{;) the optimal control exists for arbitrary z(to)
and z{t;) if and only if det(W,(to,t1)) # 0. This corresponds to controllability of
the plant. This means that if the system (A, B) is controllable then there exists a
minimum-energy control to drive any z(tp) to any desired z(¢).

The control (3.181) is an open-loop control since u(t) does not depend on the current
state #(t). Tt depends only on the initial and the final states (and time}, and it can
be precomputed and then applied for all ¢ in [to, t:].

3.9.1 On the controllability gramian

Definition 3.1 (Weighted controllability gramian) The weighted controllability
gramian for the system (A, B) is defined as

1
W, (to, t) = / A7) gp=1 BT A (=7) gy (3.182)

to

t~1ig P
- f A BP~ BT eA 7 dr, (3.183)
0
where P is a non-singular weighting matriz,

Note that the gramian W,(fo,t) only is dependent on the difference ¢ — 5. This
means that W.(0,% — to) = We(lo,t). This is the reason for the short-hand notation
W, (to,t) = W.(t — to) which sometimes is used.

It is useful to recognize the relationship between the gramian We(t, {) and the solution
of a matrix Lyapunov equation. We have the following proposition.
Proposition 8.1 The weighted controllability gramian We(to,t) can be computed

from the solution of the Lyapunov matriz differential equation

W =AW + WAL + Bp~1B7 (3.184)

/"
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Oppgave 1 (30%) Enkelt spgrsmal

a) Hva menes med separasjonsteoremet ?
b) Hva menes med LQ regulator-estimator dualitet ? (sett opp en matrise-tabell).

c) Gitt systemet

HJ(S)
3+2)(s-}:11) gs+2)(s+1)
=| @y e |4 (1)
s+1 s+1

e Bestem systemets polpolynom n(s) og systemets poler.

¢ Bestem systemets nullpunkispolynom p(s) og systemets nullpunkter.

d)} Gitt et system & = Az + Bu og y = Dz + Eu med matriser

A:{?é],Bm[é],Dz[lO],E:e. @

Vi skal her studere systemets transmisjonsnullpunkter ved hjelp av den genes-
aliserte egenverdimetoden.

e For hvilke systemparametre e har systemet transmisjonsnullpunkter 7

¢ Bestem systemets transmisjonsnullpunkter som funksjon av e.

e Gitt et LQ problem med optimalkriterium J = ftzo(:cTQ:u + uT Pu)dt
med P > 0 og prosessmodell & = Az 4 Bu.
Hvilke krav ma stilles til matrisene A, B og @ for at det optimale tilbakekoplede
systemet skal vaere garantert stabilt 7

o Gitt et LQ problem med optimalkriterium J = 2 S:rN—I— Zk__t (memk-k
'U%'Puk) med P > 0 og prosessmodell zp4; = A:L k+ Buk
Foresla krav til A, B, @ og S slik at det optimale lukkede systemet blir
stabilt,

f) Hvilke garanterte marginer har man:

1. i et LQ system 7
2. i et LQG system 7




Oppgave 2 (20%)
(kontinuerlig optimalregulering med fglging)

Gitt den diskrete tilstandsrommodellen
& = Arz+Bu+Cr, (3)
¥y = Dz, (4)
og et LQ kriterium

J = %(f‘(tl) ~ y(t) TS (r(tr) — y(0)) + %ft: [(r = NTQ(r — y) +wT Puldt, (5)

der § € R™*™, Q € R™*™ og P € R"*" er symmetriske vektmatriser og r er en kjent
referansevektor for utgangsvektoren y.

a) Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J gitt ved
(5). Lgsningen skal bestd av:
1. Et utrykk for den optimale padragsvektor u(t}.
2. En Riccati-ligning og en differensial-ligning.

3. Grensebetingelser for Riccati-ligningen og differensial-ligningen.




Oppgave 3 (20%)
(diskret optimalregulering: krysskoblinger i kri-
teriet)

Gitt den diskrete tilstandsrommodellen
Tpy1 = Azg+ Bug, (6)
e = Dz (7
Gitt et LQ kriterium definert over tidshorisonten ¢ < k < N, dvs.
1 1= T T
Ji= Ew%SN:BN + 3 Z[kakwk + 223, Nug, + up, Prug), (8)
k=1

der Sy € R™*m (. € R™*™ og P, € R™*" er symmetriske vektmatriser og der
N € R™ er en vektmatrise for krysskobling.

a) Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J; gitt ved
(8). Lgsningen skal bestd av:

1. Et atrykk for den optimale padragsvektor ug.
2. En Riccati ligning og en differens ligning.

3. Grensebetingelser for Riccati ligningen og differens ligningen.

b) Anta nd en (proper) prosessmodell

Tppr = Agzr+ Brug, (9)
ye = Dzxp+ Fug. (10)
og et optimalkriterium
15 1 N-1 . T
g = '2‘$NSN$N+ 3 Z[yk Yr + Ui Prug, (11)
k=t

Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J; gitt ved
ligning (11) og med modellen (9) og (10) som bibetingelse.



Oppgave 4 (20%)
(diskret optimalregulering: alternativ lgsning)

Qitt det diskrete systemet
Tyl = Aﬂ:k + B‘uk, (12)

der k > 1 er diskret tid og tilstandsvekiorens initialverdi er z; = 0. Videre har
vi at 2 € R® og ur € R". Gitt et linezer kvadratisk (LQ) kriterium definert over
tidshorisonten 1 < £ < N, dvs.
1 r 1 -1 r
Ji = 5(un — Den)"S(yw — Dan) + 5 > ui Py, (13)
k=1

der § € R"** og P, € R™*" er symmetriske vekt-matriser.
Merk: Det er ikke meningen & benytte maksimumsprinsippet i denne oppgaven.

a) Vis at zy kan uttrykkes ved
zy = CN_1uN -1 (14)

der Cy_y er en matrise og uy|y..y er en utvidet vektor av innganger/padrag.
Merk: Cn_1 08 %jn-1 ma oppgis.

b) Vis at optimalkriteriet J; kan uttrykkes ved

1 . 1
Ji= 5w - Dzn)'S(yn — Dan) + §uﬂw—1P“1|Nw1- (15)

der P er en matrise som skal oppgis.

e Finn de optimale pidrag som minimaliserer optimal kriteriet J; (gitt ved
ligning (13)) med prosessmodellen (12) som bibetingelse.

e Oppgi eventuelle krav som mi oppfylles for at lgsningen skal eksistere.

d) Hva blir minimumsverdien av optimal kriteriet J3 7




Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

& = f(:t:,u,t)
J = S(zt)+ ﬁ " Lo, u, )dt

[l

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

H =L +pr

, = _9H
po= Ox

as

ti) = —
p(ts) g

Diskret optimalregulering

Trey — Tk = [T U, k)

N-1
S(zwn) + E L(ak, ug, k)
k=i

J;

Det diskrete maksiumumsprinsippet

Hy = Lo, uk, k) + phyy (2re1 — 24)

e = O

Pet1 = Pi — dzs

_ o5

PN o= E7ye

Derivasjonsregler
9 _ AT
5. (@) Q
9

5.(67Q2) = Qu+QTy

ot

i

(16)
(17)

(18)
(19)

(20)

(21)
(22)

(23)
(24)

(25)

(26)

(27)
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Oppgave 1 (15%)
(diskret optimalregulering)

a) Anta en prosess beskrevet med modellen

Tpe1 = Azp + Buy, (1)
yp = Dzp+ Buy. {2)

Finn det padraget, uz, som minimaliserer kriteriet
Tk = Thy1 STy + Y3 Que + uf P, (3)
der S, ¢ og P er vektmatriser.

b} Foresla en mulig vektmatrise, §, og evt, tilleggsbetingelser, slik at det optimale
padraget funnet i punkt la} er slik at det lukkede systemet er garantert stabilt.

¢} Finn nd det optimale pddraget som minimaliserer kriteriet

Ji = 2 18Tkt + (1 = k)T Qlre = yie) + i, Puy,. (4)

Oppgave 2 (35%)
(diverse spgrsmal)

a) Hva menes med separasjonsieoremet.
b) Hva menes med styrbarhetsgramianmatrisen.

c¢) Hva menes med dualitetsprinsippet, dvs. estimator og regulator dualitet. Besvar
oppgaven med en tabell.

d) Hva menes med detekterbarhet og stabiliserbarhet ?

e) Anta et system

¢ = Az + Bu, (5)
y = Dg (6)

som vi gnsker regulert med
u = (G, (7)

der & er ett estimat av 2 og gitt av en tilstandsestimator.

e Sett opp en tilstandsestimator for beregning av %.

o Analyser stabiliteten til totalsystemet, dvs. vis hvordan egenverdiene til
totalsystemet kan beregnes.

f) Hvilke marginer har man i ett LQ-optimalt reguleringssystem.

g) Beskriv kort prinsippet for prediktiv regulering i diskrete systemer.



Oppgave 3 (40%)
(diskret optimalregulering og prediktiv regulering)

Gitt et system beskrevet med

Tht1 = Az + Buy, (8)
Yy, = Dz + Buy. (9)

Systemet skal reguleres med en optimal-regulator som minimaliserer kriteriet

L1
T T ?
Jo = Bhy Skt LE4L + P Uiy i Qu4iVhts + g iPotitiori): (10)
i=0

der Skir, Qi 08 Peti Vi =0,...,L—1er vektmatriser. L er prediksjonshorisont.

a) Finn det optimale padraget, ux, som minimaliserer kriteriet (10). Benytt maksi-
mumsprinsippet. Lgsningen bestar av en Riccati ligning med grensebetingelse.

b) Innfgr de utvidede vektorene, iz, 0g |, 0g skriv om kriteriet i (10} slik at vi
far et kriterium ufen sum-tegn.

c¢) Finn ett alternativ uttrykk for det optimale padraget som ble funnet i punkt
3a). Dette uttrykket kan finnes ved & minimalisere det alternative kriteriet
som funnet i punkt 3b}.

d) Finn ett uttrykk for minimumsverdien av kriteriet (10).

Oppgave 4 (10%)
(Multivariabel frekvensanalyse)

Gitt systemet beskrevet ved

ES 2 5(3;‘1)2 2
y(s) = | CIRCER" CEIER | (11)
GIDIGHDE  rDHs+o

a) Bestem systemets polpolynom m(s) og systemets poler.

b) Bestem systemets nullpunktspolynom p(s) og systemets nullpunkter.



Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

T = f(a:,u,t)

it
J o= S(al)+ ] Lz, u, f)dt

to

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

H = L4p'f
, _ _oH
P Oz

88
p(t1) %ha

Diskret optimalregulering

Tprt ~ Tk = flop up, k)
N-1

J; = Slzwn)+ Z L{zg, ug, k)
k=1

Det diskrete maksiumumsprinsippet

Hy, = L{zg,ug, k) +0hp (Tepr — 75
4H,
P41 — P = —3—%
5
Derivasjonsregler
d T
6—$(QZ) = Q
o

5:(#7Q0) = Qo+ Qls
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Oppgave 1 (ulinezer dekobling)

Vi skal i denne oppgaven anta at en prosess kan beskrives med en ulineser modell av
formen

der:

a)

b)

i = f(z,u) | W

e tilstandsvektoren z kan males

e u er en kontinuerlig padragsvektor.

Anta en prosess beskrevet med den ulinezre modellen

S @

Foresld et reguleringssystem for prosessen basert pa ulinezr dekobling. Anta
at @ er settpunkt for tilstanden z. Tegn blokkdiagram.

Anta en reaktor som kan beskrives med den ulinesere modellen

& = uy(ug —ay) — 223 (3)

:L“g = —’U,l.‘L‘g-I-:L‘g (4)

Foresld et reguleringssystem for prosessen basert pd ulinezr dekobling. Anta
at 2] og xj er settpunkt for henholdsvis 2 og 9. Tegn blokkdiagram.



Oppgave 2 {diskret optimalregulering)
Gitt det diskrete systemet
Tpp1 = Ag2 + Byus, (5)

der k > 1 er diskret tid og tilstandsvektorens initialverdi z; er gitt.
Gitt et lineaer kvadratisk (LQ) kriterium definert over tidshorisonten ¢ < & < N, dvs.

N—1
1 1
Ji = §$§SN$N +5 S (@F Quar + uf Prug), (6)
k=i

der Sy € R®*™, () € BR**™ og P, € R"™*" er symmetriske vekt-matriser.

a) Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J; gitt ved
ligning (6). Lgsningen skal bestd av:

1. Et utrykk for den optimale padragsvektor uy.
2. En diskret Riccati ligning.

3. Grensebetingelser for Riccati ligningen.

b) Hva blir minimumsverdien av optimal kriteriet ?




po—

Oppgave 3 (diskret optimalregulering med fglging)
Gitt den diskrete tilstandsrommodellen

Tl = Apzy + Brug + Cry, (7)
y, = Dazp. (8)

Gitt et lineser kvadratisk (LQ) kriterium definert over tidshorisonten ¢ < k < N, dvs.

N-1

1 1 .
Ji = "2*(?"1\’ - yn) Snlrn — yw) + 5 S o [re — yi) T Qulr — yi) + uf Pour),  (9)
k=i

der Sy € R™*™ @y € R™*™ og P, € R™™" er symmetriske vektmatriser og ri er en
kjent referansevektor for utgangsvektoren yy.

a) Finn den optimale reguleringsstrukturen som minimaliserer kriteriet J; gitt ved
ligning (9). Lgsningen skal bestd av:
1. Bt utrykk for den optimale padragsvektor uy.
2. En Riccati ligning og en differens ligning.

3. Grensebetingelser for Riccati ligningen og differens ligningen.
b) Anta nd at prosessen er beskrevet med den diskrete tilstandsrommodellen

T = Apzr+ Bpuy, {10)

yr = Day. (11)

Anta at vi gnsker en optimal reguleringsstruktur som minimaliserer kriteriet J;
gitt ved ligning (9), men at vi i tillegg gnsker integralvirkning.

Beskriv hvordan vi kan benytte resultatene i punkt a) til 4 lage en optimalreg-
ulator med integralvirkning for prosessen gitt ved ligningene (10) og (11).



Oppgave 4 (systemteori)

Gitt en prosess beskrevet med folgende modell

& = Az Bu, (12)
y = Dz+ Eu (13)

med folgende modell-matriser

A=

30 Ll o )

10
}:B: 01},

1 4 {14}
oo

o

10 _
D“Ul]’ b=

a) Forklar hva som menes med fglgende begreper:

1. Styrbarhet og stabiliserbarhet.
2. Styrbarhetsmatrise. (Controllability Matrix).
3. Styrbarhetsgrammian {Controllability Grammian).

%1 det noen sammenheng mellom styrbarheismatrisen og styrbarhetsgrammi-
?
anen 7

b) Gitt prosessen (12) og (13) med matriser som i (14).
Bestem transfermatrisen H{s) fra padragsvektoren u til utgangsvektoren y.

¢) Bestem transmisjonsnullpunktene til transfermatrisen H(s) funnet i punkt 1b}.
d} Gien vurdering av systemets transmisjonsnullpunkter og betydningen av disse.
ej Vi gnsker & innfgre en tilbakekopling:

u=Gys — y) + s,

der y, er settpunkt for y og u, er en off-set for u slik at det lukkede systemet
blir av formen

& o= Acla: + By,
y = Dgz+ Egi.

Finn uttrykk for Ag, By, D, Eo og @ uttrykt ved A, B, D, B, GG, y; og us.




Oppgave 5 (regulering og estimering)
a) Gitt en prosess-modell
& = Az + Bu (15)

og et linezr kvadratisk kriterium
1 o0
)= / («TQe + «T Pu)dt. (16)
i

Finn et uttrykk for den optimale padragsvektoren « som minimaliserer kriteriet

J.
b ) Hva menes med dualitetsprinsippet 7
¢ ) Antana at vi har en mélevektor beskrevet med
y=Da (17)

i tillegg til prosess-modellen i ligning (15). Sett opp ligningene for en minimum
variansestimator for tilstandsvektoren 2.

d ) Hva menes med separasjonsteoremet 7

k34




Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

i = flz,ut) (18)
J o= S(a(t)+ ]t ' L(w,u, )t (19)

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

H = L+p'f | (20)
. oH
po= e (21)
08
t =
P( 1) A |‘51 (22)
Diskret optimalregulering
Tre1 — 2k = fler e, k) (23)
N-1
Ji o= S(n)+ Y Llzk, u k) {24)
ez

Det diskrete maksivmumsprinsippet

Hy = L(mk,uk,k)+P{+1($k+1—fﬂk) (25)
cpy = _OHk
Phtr = Pr = Bzr (26)
. 95
Derivasjonsregler
8 .
5-(Q2) = (28)
5 :
5. (@TQ2) = Qo+ QT (29)
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Oppgave 1

Gitt en prosess beskrevet med fglgende modell

¢ = Axz+4 Bu (1)
y = Dz+Fu (2)
med fplgende modell-matriser
-2 0 10
— 4 —
a=|F 4] =0 h] @
{10 -3 2
D“[01] E“[ 4-6] (4)

Forklar hva som menes med fglgende begreper:

1. Styrbarhet og stabiliserbarhet.
2. Styrbarhetsmatrise. (Controllability Matrix).
3. Styrbarhetsgrammian (Controllability Grammiaxn).

Er det noen sammenheng mellom styrbarhetsmatrisen og styrbarhetsgram-
mianen 7

Gitt prosessen (1) og (2) med matriser som i (3) og (4).
Er prosessen styrbar 7

Gitt prosessen (1) og (2) med matriser som i (3) og (4).
Bestem transfermatrisen H(s) fra pidragsvektoren u til utgangsvektoren

Y.

Bestem transmisjonsnullpunktene til transfermatrisen H (s) funnet i punkt
le}.

Vi gnsker & innfgre en tilbakekopling:
w==Gz 4 u,
slik at det lukkede systemet blir av formen

& = Agx+ Bgu.
y = Dgz+ Equ,

Finn Ay, B, Do og Eg uttrykt ved A, B, D, E og (. Hva blir trans-
misjonsnullpunktene til det lukkede systemet 7



Oppgave 2

Gitt et system beskrevet med fglgende lineare, kontinuerlige og tidsinvariante
modell

¢ = Az+ Bu (5}

der z(to = 0) = o er tilstandsvektorens initialverdi, u er systemets padragsvektor.
Systemet gnskes regulert slik at fglgende kvadratiske optimal-kriterium minim-
aliseres.

7z
V b)

/o
@

1 [oe]
J = 5./' (2TQx + uF Pu)dt (6)
0
Bestem et uttrykk for padraget, u, slik at optimal-kriteriet, ligning (6),
minimaliseres.

Hvilke krav ma vi sette til matrisene A, B, P og Q for at det skal eksistere
en optimal lgsning og for at det optimale tilbakekoplede systemet skal vaere
garantert stabilt 7 2 O)

Sett (J = 0 i den optimale Igsningen funnet i punk Finn egenverdiene
til det lukkede systemet uttrykt ved hjelp av egenverdiene til A.

Anta nd at optimalkriteriet modifiseres til
1 OO
J= 5 / (2TQx + 20T Nu + u” Pu)dt (7)
0

Finn nd den optimale tilbakekoplingen fra z til .

Anta né at optimalkriteriet modifiseres til
1 loe]
J= 5/ e (27Qe + uT Pu)dt (8)
0

der « er en ikke-negativ konstant. Finn na den optimale tilbakekoplingen
fra z til ». Kan du si noe om egenverdiene til det lukkede systemet ?

Hva menes med (LQ optimal) regulator-estimator dualitet 7

Anta né at tilstandsvektoren « ikke er tilgjengelig og at denne estimeres
i et Kalman-filter. Tilbakekoplingen settes til v = G'& der G er den opti-
male regulator-matrisen funnet i punkt 2a) og & er den estimerte tilstands-
vektoren. Vis at systemets dynamikk er beskrevet ved

i{ @ ]_[AJ“BG —BGH 2 ] )
dt|z~% | 0 A~KD || w—4



Oppgave 3
Gitt den diskrete prosessen
Tre1 = Azy + Buyg (10)

der k er diskret tid og tilstandsvektorens initialverdi zo er gitt, samt et op-
timalkriterium

N-1
1 1
J = saRSon+ 5 3 (oh Qu + uf Pug) (11)
k=0

a) Finn det optimale pddraget u for prosessen (10) som minimaliserer
optimalkriteriet (11). (Hint: den diskrete Riccati-ligningen er en del av

Ipsningen)

b) Diskuter eventuelie krav til modellmatrisene A og B samt vektmatrisene
P,Qogbs.

Oppgave 4
Gitt et system beskrevet med fglgende linezere tidsinvariante modell
& = Az + Bu (12)

der z(tp) = wo er tilstandsvektorens initialverdi, u er systemets pidragsvektor.
Systemet gnskes regulert slik at folgende kvadratiske optimal-kriteriumn minim-

aliseres.
J=1 / Y- 0)TQr — y) + uT Puldt (13)
2ty

der r er en referanse for systemets utgang y.

a) Bestem et uttrykk for padraget, u, slik at optimal-kriteriet, ligning (13),
minimaliseres.

b) Anta at t; — oo. Diskuter den optimale lgsningen og tegn blokkdiagram.



Oppgave 5
Gitt et SISO system med en tilstand

Thyr = ok + bug (14)
Y = Tk (15)

og et ett-skritts optimalkriterium
J = Q1 — re41)? + PAuf (16)
der Aup = up — ug_1. Q og P er skalare vekter.

a) Vis at modellen gitt ved ligningene (14) og (15) kan uttrykkes som en
prediksjonsmodell av formen

Yia1 = prk) + FiAuy (17)

Skriv opp uttrykkene for pi(k} og Fi.

b} Sett prediksjonsmodellen funnet | punkt 5a) inn i optimalkriteriet (16) og
finn den padragsendring Auy som minimaliserer kriteriet.

c) Hva blir det stasjoneere avviket
Jim (yi — 7e) (18)

nér pddraget up = Uk..1 + Auy pitrykkes systemet 7 Auy er den optimale
padragsendringen funnet i punkt 5b). Begrunn svaret !

d) Forsgk & gi en stabilitets-analyse av det lukkede systemet.



Vedlegg

Kontinuerlig optimalregulering

¢ = flz,ui)
ta
J = S(z(ta)) + /t Lz, u, t)dt

Det kontinuerlige maksiumumsprinsippet

H = L+p'f
o
L
as
t = e
p( 2) 3$|t‘2
Diskret optimalregulering
Thpt =2k = flok un k)

J

i

N-1

S(an)+ Y L{wk, ug, k)
k=0

Det diskrete maksiumumsprinsippet

Hy = L(zg,u,k)+ P£+1 (Ekts — 2)

e = _9H:
Pet1 — Pk = 5zr

a5

Ny = —6$N

Derivasjonsregler

Qr+QTz

ik
£
3

L

&£
il

(19)
(20)

(21)
(22)

(23)

(24)

(25)

(26)
(27)

(28)

(29)

(30)
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Oppgave 1

Gitt en prosess beskrevet med fglgende modell
¢ = Az+ Bu (1)
y = Dz+ Fu (2)

der bade tilstandsvektoren () og utgangsvektoren (y) er malte. Prosessens padragsvektor
er (u). Matrisene i modellen er gitt ved

i) i
SR

a) Fr prosessen styrbar ?
b) Bestem transfermatrisen (H(s)) fra padragsvektoren (u) til utgangsvektoren (y).
c) Bestem transmisjonsnullpunktene (il transfermatrisen (H(s)).

d) Anta at prosessen skal seti-punkts reguleres med enkeltslgyfe PID regulatorer
(tilbakekopling). Vil det veere begrensninger i det regulerte systemets bindbredde ?
Spesifiser i safall omtrentelig bandbredde.

e) Anta en (konstant) settpunktsvektor (y°). Vi gnsker et reguleringssystem basert
pd dekopling. Foresld en dekoplings-strategi for prosessen og tegn blokkdiagram
(blokkdiagrammet kan veaere p& vektor og matriseform). Hint: bestem padragsvektoren
(u) slik at y = % der @ er et ekvivalent (modifisert) pédrag.




Oppgave 2

Gitt et system beskrevet med fglgende linesere tidsinvariante modell

2 = Az + Bu (3)

der z(to = 0) = = er tilstandsvektorens initialverdi, u er systemets padragsvektor. Sys-
temet gnskes regulert slik at fglgende kvadratiske optimal-kriterium minimaliseres.

)
b)
c)

a)

£

T
J:%](ﬂom+ﬂ?@a @)
0

Bestem et uttrykk for padraget, u, slik at optimal-kriteriet, ligning (4), minimaliseres.
(Hint: Riccati-ligningen er en del av lgsningen.)

Anta at tidshorisonten, T, i kriteriet gir mot uendelig, dvs. T' — co. Bestem ni et
utrykk for padraget, u, som minimaliserer optimal-kriteriet (4).

Hva blir den minimale verdien pa optimal-kriteriet, J, for padraget funnet i punkt
b) ?

Anta na et system

— System [

modellert ved,
Ae = AAz + BAu (5)

der Az = 2 ~2° og Ay = u—u’ er avvik om henholdsvis en stasjonser tilstandsvektor
#° og en stasjonzer padragsvektor u°.

Benytt regulatoren (tilbakekoplings-matrisen) funnet i punkt b) pa dette systemet.
Tegn blokkdiagram. z° er settpunkt for tilstandsvektoren = og u® er settpunkt for
padragsvektoren u.

Hvilket krav ma vi sette til vektmatrisen P i optimal-kriteriet, ligning (4) ? Drgft
kort innvirkningen av P pa den optimale padragsbruken.

Anta T — oo og at vektmatrisen for tilstandene kan skrives som Q = DTD i

"~ optimal-kriteriet. Hvilke krav m& vi sette til matrisene A, B og D for at det optimale

tilbakekoplede systemet skal veere stabilt 7

2



Oppgave 3
Gitt en prosess beskrevet med modellen

i = Az 4+ Bu+Cv (6)
y = Dz (7)

der
@ er en n-dimensjonal tilstandsvektor.
% er en r-dimensjonal padragsvektor.
v er en p-dimensjonal vektor av langsomt varierende forstyrrelser.
y er en m-dimensjonal vektor av utgangsvariable.

I denne oppgaven er det antatt at hele tilstandsvektoren () samt hele forstyrrelsesvektoren
(v) er tilgjengelig (malt).

a) Prosessen gnskes regulert med en multivariabel PI-regulator (tilbakekopling fra @ og
integralvirkning p4 avviket mellom settpunkt y* = 0 og utgangsvektoren y) samt en
foroverkopling fra forstyrrelsesvektoren (v}).

Sett opp en utvidet tilstandsrom-modell, som bestdr av modellen for tilstandsvek-

toren (2), en modell {or integral-slgyfen samt en modell for forstyrrelses-vektoren
(v), av formen

i = A%+ Bu (8)

Spesifiser tilstandsvektoren (&) og systemmatrisene (A og B) i den utvidede tilstandsrom-
modellen. Hint: forstyrrelsesvektoren v kan antas & vaere konstant.

b) Sett opp et passende kvadratisk optimal-kriterium med uendelig tidshorisont med
tanke pa design av en optimal tilbakekopling u = G for systemet i punkt 1. Drgft
kort valg av vektmatrise for den utvidede tilstandsvektoren ().

c) Sett opp ligningene som m4 lgses for 4 finne den optimale tilbakekoplingsmatrisen
(G). Tegn blokkdiagram for prosessen og reguleringssystemet (multivariabel PI-
tilbakekopling og foroverkopling).

d) Hvilet krav md vi stille til antall padrag (r) og antall utgangsvariable (m) for &
kunne ha integral virkning pa alle utgangsvariable ? Forsgk & begrunne svaret ved
4 betrakte systemet i steady-state.



Oppgave 4
a) Gitt prosessen

@ = Az+ Bu (9)
y = Dz (10)
Vi gnsker en tilbakekopling fra alle tilstander. Malevektoren er y. Nar er det her

ngdvendig & benytte en tilstandsestimator 7 Hvilket krav ma vi stille til prosessen
for & kunne benytte en slik ?

b) (itt reguleringssystemet i Figur 1 for prosessen {ligningene (9) og (10)).

= ¥
Ls >— -G i PROSESS .
i K Q|
5 B (—() ‘”]\ Eodp 2l
| A !

Pigure 1: Reguleringssystem for prosessen.

Sett opp en tilstandsrombeskrivelse for hele systemet (prosess, tilstandsestimator og tilbakeko-
pling).

¢) Hva blir egenverdiene til hele systemet 7
d) Hva gér separasjonsteoremet ut pa ?

e) Hva menes med (LQ optimal) regulator-estimator dualitet 7
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Vedlegg

Optimalregulering
& = flz,u,t) (11)
£
J = S(a(te)) + f * L(e,u,t)dt (12)
1
Maksiumumsprinsippet
H = L+p'f (13)
' oH
po= g (14)
08
p(t2) = “a‘;ltg (15)

[abn }




o Z¢S/om@ EERERREE
f/d S‘Cnmén L4461 Wﬁ?é‘ HENEEEEEEE
) W :/7} vam <°e it f mana/ Z z/ was fé 4’}%1'%%? ..

r?ézar%agvyn e c;y%wafﬁfffAmj{f:;”:4”1:*;}j3fff§f“;;g?[]f
C? ?8 ﬁ 7 xL%WEQ@@féjﬁﬁfVTW

“ﬂ£%>;wnj fww]ﬁQ,jfffwjmufw.W R B M T
‘ / I




TS S. 45208 S

S h%w /')&/c/' @;;/m _‘ /wgg/«w ) 93
;'; i'; 2 g/o Cled

7 W@ 2241 mwm :f

B R




'

. . | ; : . : ; ! . i
i . : H . . i | : ! . ! | i ! :
[ P [ I ! v i [ S T
: : P : : ; !
. ;
I

|
. : . . . : : : ¢ : i i i i ! H i
R . | IR ;
EENEER NN RN . L s
T : T X ! T ST T !
i

SR ‘9) %5@ DX AR ST

3 .x fé? M SN A S .-

. B 2
._ @g_ém @&05&?5&»—: f rea, é‘*’&fw&af /é’nf’e

- if@g;g;‘?’j; ;f 74 (’ 3 e a .
. /:0\“ o ?ré@ w/@;e 3 fj M ) wj// §@D€5‘/3@?§"eﬁ‘ :
' f SW?WM YT er. "ﬂff.zef‘ 4 /5.}.’]”& lel) 3' mw/
Y A >_‘.egg»(45fs2r " mew 73'[ c’ 27) Qr




i
i n . " i P NN M,

i

T Ovensebetingglae LR IT)

CRBIE RGOy
|

;;_bywseg"—)oouazm’ »*“-(‘5:




/3>O.}f©5&/“ju9ﬁﬁ SR .
09 jmea» o (cﬁi mf/;sﬂ.,,.i “'P B X é/zw L

. : H i . : : ' -
SN PPN NS SRV P SRR S N S e v e e (NS SR S TG e =
; ! 1 G D SO SO Y TSP U U AU U AP SAUOR SO SSPRUTRIE S NRUUIPE SV SO SRS S S SO
P : o , : ;
| 1 , . i : . . : : . N
1.

947[/”6’}* C\D D D o&% __ C»? >:/
- /) (A B) }’V?C"’ | C,)c:gl/b& 45«‘,?7Z S/w/l) e \"épn:ﬂwﬁ/‘@ |
et rise ".“@DM" 9{75& é’r s soe. m//,/m

m en J%@wi;:;_

r Ae f' 05 2)%7‘@ r.a A e,

ma e 5’ ".f_fﬁfbwa |

;A, /smm / . o /,@ :1;.;:_..;1';:

f'"__S‘oJaé;/ /§é’frm .. ':'... vs A O =P8
"_ér 57%(22;/ (/7@ N 065& /;ev )m P >O>




i N 6
S T N T S S S A S AR N A
i AR B N T 'S T R P : P i P
SR A R NS S Pl - ! 1 | ! |
e il ? é@ GAME 3__.: I bl | ot ' N
- DRV EEN NN ' i N
...;=-.Q__i) RN | | H
¥ T { H H H !
b Lo e N - Lo
______________ /Uamsess e/l L X SAX wBa | O RN
: Co T ' : ‘ “" : —
AU SO S URRUE HU O O £ W0 | 5 -
; z = reawﬁm%: v ;mimie// EHERERE 3/5 9 ELT DX o
‘ ) T ; e | ‘ [
L Y /m’g/ 2% c"f'§7‘$a rigleene 1| W =0 | |
| i N |
S A! 1[_ y . ,’ i a g i : i gy | t | E
b ;(// vm’éz‘i 1 /STG helS revn —wed @/l | |

R i | :
JOUE N .—.i—.-—---—.— !...

aﬁ/ 7’/63 i
S Vi kel
Q@ QB ‘{””Ej)/gé’g PO -
mmw s sl @M W’@M
CLelEE e Al e e
el mw c/f’w/ loord ) <:§>







i

. 7 - I M M " m
i T j
g b w = W
— ST SR N ;.M SR U O
ST N J R
SRR R L &
e SR Tl i
v.ﬂ AN A o
B 2 : NN NS
I..r.hl\.- - i 1.1/\~..“ ..r .m. )
, - fw ' N
N LK -
TR NEREHEN]
SRR DU S S OO 0 oy oy ~N
B N ENCYANE B S
o N L oS LTy
5J e < Ll N
N b4 S N O A
SRR N URE SO W S e ,S AL N
L w N X
. ™ a UJ/“ ./m
st = nnél. IR SRV SN il E - .““n.ff -

-t

r

g
vy

¥

T PNZA
<
-

4

@
.?L?/,

] meme

EE %

SR S B E
; L AP TR

N L3

BRGNS N
e AN L
Lo !

— ——— - lu» > - B . !, »ﬁ.w

N
i
: -

o)

147

E

)
w7

Presess -

- R i
i !
-
] . bl
:
i
W t
e e
!
e




| | { G
| al R R | o
| i | i | i i ;
IS S bk | | ! - .
P ’

/'\ I 5 ] ;i J_
TS L)ew i

- f_m,,mww‘-@v d':m kw h@w ,& A ;4 s W Dereguas
Son RS D cA RN S RSN R

L Pvesens. M /4}»( fn@ “ l_ﬁ__. BRI
Lk m&f\f ;. ? A x’ +8 RN (Y~ ;ff.,.:f f;'f
pa/mg é{ -5 G o ):’ ma/ms 3 Dx




i i
' ' ! t i P

bk e |

d (OO NN -~ . SO N
: I T i
. [ o
] 1 i L IS
Tt o e S e T
: [+ L
/s 2 w0 ,
A R S ‘

; . . : ; |

j ; [
: . : . P : i H i : i i ! 1 : I
e bt : ; -t + T 7 ¥ i

CTTTUANCA ) en clermned | feled sgptennes.
| AT I R B AR R R R R HEREN

Oz% %*?é*wﬁax

Cgt

{,, f

merivgs = Pred Jn; 4;Tjji._f_ﬁ;;;'_'_"_jﬁ;lﬁ_ﬁ""Laff "

| W 0{@ 532;77”@ }é*c‘“m/@ ?"a::r ‘ {;m? eas%, ma:?‘c;wp

_ X/gxw'?r"f ot ﬁi/m ,.‘gfl C/// OW Z ‘V/‘_ e b

Q@%mﬂ/% Wr”/}‘/ ///""‘ fg j?; /2 )( C’)ﬁ /D ,{fy,’? é)ﬁv@f?@
ﬁ;ﬂﬁ?) e;”ma ,,X sz,gy, /z’fgc?fq? B Cy :

S

/ (IS .

.”;i"."_//«a / ]‘

Z_ CV yég M/ﬁ; for

/Af>< +Xﬁ

é) re Q)/é"m/; ) ___.Wme /f mp/éhz/f/ ! )

g ---~é w é

/%Dk)T i

D W [)X i V



